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Man muss sich das so vorstellen:

(by, by) = (b1, by) <_01 _01)

Die Basisvektoren werden kovariant transformiert, wihrend Komponenten
wie gewohnt kontravariant

errechnet werden. Einfach sind auch die Matrixgruppen der Vertikalspiege-

lung 0%’{((1) (1))<—01 ?)}%{(é (1)><(1) _01)}

und del" Klappung
k= 3

Alle drei Gruppen besitzen die Einheit und sind vollstandig. Jedes Ele-
ment hat sein Inverses. Und fiir die Assoziativitiat sorgt die gewohnte Ma-
trixmultiplikation.

Alle Elemente dieser Gruppen sind selbstinvers. Fiir alle ihre Matrizen B
gilt also B= B ! und B> = E.

Als Beispiele und weil wir sie brauchen werden, gebe ich noch ein paar
kompliziertere Matrixgruppen an:

s {( (0 0 0000)

Die Kombination aus Cy und C,, ist offensichtlich.
Der wichtige Begriff des erzeugenden Elements lasst sich gut an

04 = {E7 A7 A27 Ag}

1 0 0 -1
E_<O 1> und A—<1 0>

erkliren. Sobald die Matrix A mit A* = E bekannt ist, kann man alle anderen
Matrizen durch Potenzierung von A errechnen.
Kombination der 4-zdhligen Drehachse mit einer Vertikalspiegelung ergibt

Cu = {E, A, A2, A*, B, BA, BA?, BA®}
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mit dem gerade genannten A und B = (_01 (1)> aus C,. Nimmt man die

1
0

Reihenfolge der Elemente. Als besonders niitzlich erweist sich die Vertau-
schungsrelation BA = A3B, die durch Nachrechnen leicht zu iiberpriifen ist.
Damit konnen wir die Vollstandigkeit der Gruppe rasch verifizieren. Z.B. ist

andere Spiegelmatrix B = ( _01 ), verdndert sich in der Gruppe nur die

BA-BA*=A’B-BA*=A"= A

Besonders sind die Gruppen mit 6- und 3-zdhliger Drehachse. Hier ist
ein schiefwinkliges Koordinatensystem unumggnglich. Ein hexagonales Git-
ter wird durch Rhomben aufgebaut, siehe die Tafel ,,Punkt- und Bewegungs-
gruppen in der Ebene®. Als Basissystem nehmen wir die Kanten eines nach
links geneigten Rhombus. Zwischen by und by liegt der Winkel 27/3. Bei
einer Drehung um 7/3 geht by in by + by iiber und by wird zu —b;. Die dies
beschreibende Matrix ist

A < 1 —1)
1 0

und als zyklische Gruppe mit 6-zéhliger Drehachse bekommen wir
Co = {E, A A? A% A* A%}

Cs zu Cg, zu erweitern sei Ihnen als Ubungsaufgabe iiberlassen. Sofort
aufschreiben kénnen wir jedenfalls

03 = {Ev A27A4}

Alle vorgefiihrten Darstellungen bestehen nur aus ganzen Zahlen. So muss
es sein, denn sonst wiren sie fiir die Kristallografie nicht brauchbar. Daraus
ergibt sich eine besondere Aquivalenz: Zwei Darstellungen sollen dquivalent
heifien, wenn sich alle Matrizen G der einen Darstellung in die Matrizen G
der anderen Darstellung durch Ahnlichkeitstransformation

G=TGT!

mit einer ganzzahligen Matrix T" iiberfiihren lassen.

Die ganzzahlige Aquivalenz ist unter Kristallografen umstritten. Die meis-
ten wollen T" mit komplexen Zahlen zulassen. Daraus wiirde folgen, die oben
gegebenen Darstellungen von C), und C} wéren dquivalent, mithin C, und C}
nicht unterscheidbar. Ich unterstiitze J.J.Burckhardt, Die Bewegungs-
gruppen der Kristallographie, Birkhduser Verlag Basel 1966, der fiir
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ganzzahlige Aquivalenz pladiert, weil sich damit die Bewegungsgruppen leich-
ter aus den Punktgruppen errechnen lassen. Auflerdem sei auf die strukturel-
len Unterschiede zwischen C,, und C} verwiesen, die sich an der Darstellung
durch Permutationen (siehe S.23) festmachen lassen.

5. Fundament: Frobenius-Kongruenz
Bekanntlich (S.20) werden die Bewegungsgruppen aus den Punktgruppen
erzeugt, indem Verschiebungen zu den Drehspiegelungen addiert werden

g = biuémj + b;n’

Man koénnte meinen, die simple Addition von Basisvektoren sei nur eine un-
abhingige Uberlagerung. In Wirklichkeit werden durch gleichzeitige Dreh-
spiegelungen und Verschiebungen neuartige Symmetrietransformationen mog-
lich.

Bei der Berechnung der neuartigen Symmetrietransformationen, die Gleit-
spiegelungen und Schraubungen heiflen, hilft die einheitliche Schreibung von
Drehspiegelungen und Verschiebungen.

Wir erweitern alle Komponententupel x um eine Komponente, in der

f) Die Drehspiegelung soll durch die Matrix A

und die Verschiebung durch das Komponententupel a beschrieben werden.
Wir erweitern auch die Matrix

A a
Aﬁ(o 1)

(D)= D)
1) \0 1 1
einerseits & = Az + a, also die Gleichung mit Drehspiegelung und Verschie-
bung, andererseits 1 = 1, was nicht stort.
Damit kéonnen wir die Bewegungsgruppen total mit Matrizen durchrech-

nen. Wenn A und B Drehspiegelungen einer Gruppe, a und b die zugehori-
gen Verschiebungen sind, dann liefert die Forderung nach Vollstdndigkeit der

ein dummes AB = C und ein merkwiirdiges

immer nur 1 steht: z — (

Dann folgt aus

Ab+a=c

Die Bedeutung der letzten, scheinbar trivialen Gleichung kann nicht iiberschétzt
werden. Es handelt sich um die Frobenius-Kongruenz.
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Wir werden zudem Ahnlichkeitstransformationen der erweiterten Matri-
zen durchfithren miissen und brauchen dafiir das Inverse einer erweiterten
Matrix.
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